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1 Zadani

Statické optimalizace. Linearni anelinearni programovani. Optimalni fizeni arozhodovani v dynamic-
kych systémech, matematické programovani, teorie her, optimalni Fizeni deterministickych systém.
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Opatrné a duveérive strategie Fizeni. Princip maxima.

2 Statické optimalizace

Optimalizatni problém je obecné vybér takového FeSeni, které je v ngakém smyslu optimani. Pro
matematickou formulaci optimalizatniho problému je tfeba vytvofit matematicky model situace -
systém, ktery musi umoziovat porovnani riiznych variant feSeni. Obvykle volime kritérium.

V pripadé, ze optimalizujeme situaci, ktera je popsana statickym modelem, jedna se o staticky
optimalizacni problém. Staticky model je popsan pouze algebraickymi vztahy mezi veli¢inami, které
jsou Casoveé neproménné - model situace se v Case nemeéni. V opatném pripadé se jedna o dynamicky
model, resp. kdyz optimalizujeme, tak o dynamicky optimalizacni problém, ktery se také €asto nazyva
problém optiméalniho fizeni.

3 Nelinearni programovani, matematické programovani

Problemy statické optimalizace jsou v podstaté ekvivalentni s hledanim extremd funkci vice promén-
nych (kritéria), které podléhaji rliznym omezenim. Témto problémiim setakérika tlohy matematického
programovani.

Zakladni Ulohamatematického programovani je nal ézt extrém (maximum nebo minimum) skalarni
funkce f(x), kde hledany vektor x je prvkem n&aké mnoziny X. MnoZina X je nejCast§ji urCena
ngakymi algebraickymi vztahy mezi slozkami vektoru x. Zakladni Gloha mat. programovani je tedy

min{f(z)|lx € X C E"} @

kde E™ je n-rozmérny Euklidiiv prostor.

V prfipadé, Ze funkce f(z) je linearni a algebraické vztahy popisujici omezeni X jsou linearni
(ne)rovnice, pak sejedna o problém linearniho programovani. V opatném pripadé (obecné) se jedna
0 problém nelinearniho programovani.

Nelinearniho programovani je popsano v [3] na strané 6 az 30. Speciélni pfipad, kdy f(x) je
kvadraticka funkce, je popsan na strané 31 az 49. V uvedenych kapitolach jsou matematické véty a
definice, které popisuji podminky pro analytické feSeni. VESinu véci jsme probirali v matematice,
napf. [2], kapitola Extrémy funkci vice proménnych. Zde se pokusim vyjmenovat a stru¢né popsat
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e Podminky prvniho a druhého fadu; [2], [3], str 9-11. M&li v bodé «* funkce extrem, pak je
jeii prvni derivace rovna 0. Hledame-li minimum z*, pak v =* musi byt druha derivace kladna
(konvexni funkce). Zobecnéni téchto vét na vicerozmérny pripad jsou podminky prvniho a
druhého Fadu.

o Vazanéextrémy, Lagrangeovy multiplikatory; [2], [3], str 11-16. Hledame-li extrém funkce, kdy
jsou omezeni dana soustavou rovnic g(z) = 0, pak pro tento extrém musi platit podminky, které
se vyjé&dfi pomoci Lagrangeovy funkce L(z, ) = f(x) 4+ Ag(z). A jsou Lagran. multiplik&tory.

e Kuhn-Tuckerovy podminky; [3], str 17-19. Udavaji podminky pro extrém nelinearni funkce
f(z), kdy je omezeni ur€ené rovnicemi g(z) = 0 anerovnicemi g(x) < 0.

e Priméarni a duéni Gloha, sedlovy bod; [3] str 19-23. Optimalizatni problém omezené funkce
min{ f(z)|g(z) < 0}, lze vyjadfFit jako

i Lz, \ 2
Jin (z, ), 2

coz je primarni Gloha. Nebo to |ze vyjadrit jako

in L(xz,\ 3
max  min (z,A), )
coz sejmenuje duani Gloha. V pripadé, kdy mapriméarni aduélni lohateSeni ve stejném bodg,
nazyva se tento bod sedlovy. Této véci se vyuziva v numerickych algoritmech, primarni Gloha
se bliZi k ¥eSeni shora a duélni se k nému blize zdola.

Vechny véty jsme brali v matice kromé Kuhn-Tuckerovych podminek, které jsou hodné dlllezite,
proto je zde uvedu v pfesném znéni jak jsou v [3].

Obecny pripad nelinearniho programovani 1ze zapsat

min{f(z)|h(z) = 0;g(z) < 0} (4)
Podminky pro relativni extrém | ze popsat pomoci Kuhn-Tuckerovych podminek.

Necht' z* je bod relativniho minima problému (4) a predpokladame, ze =* je regularni bod omezeni.
Pak existuje vektor A € E™ avektor i, € EP, Ze

Vi(z*) + XVh(z*) + pIVg(@*) = 0 (5)
(6)
(7)
(8)
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Kde Vf(z) = [212) 9@ je gragient.
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Kvadratické programovani. V pripadg, Ze je optimalizovana funkce f(x) kvadraticka a nemame
Zadné omezeni na X, |1ze vypocitat optimalni z* analyticky. Pro vyjadfeni FeSeni potfebujeme spoCitat
inverzni matici. Kvadratickafunkce je v praxi hodné pouzivana, napr. je tfeba pfi metodé nejmenSich
Ctvercl.



Kromé specialnich pripadl, které se daji vypocitat analyticky (napf. neomezena kvadr. fce), se pro
nelineérni programovani pouzivaji numerické algoritmy. V [3] na strané 98 az 158, je jich uvedena
velka fada. Pokud neni funkce unimodéni (ma jen jeden extrém) jsou algoritmy schopné nalézt
pouze lokalni extrém. VétSina pouzivanych metod je zalozena na gradientni optimalizaci, t.j. pocita
se gradient optimalizované funkce a v jeho sméru se upravuje feSeni, to se déla tak diouho, dokud se
nenal ezne extrém. VSechny tyto metody stoji natom, Ze fce f(x) je diferencovatelna®

4 Linearni programovani
Zakladni Gloha linearniho programovani (LP) matvar
max{c! z|Az < b} 9)

Je to Uloha namaximum, omezeni jsou vetvaru Az < b, vekteréjsou praveé strany omezeni nezaporné
b > 0. Uloha linearniho programovani ma nékolik ekvivalentnich vyjadreni, vyjadieni (9) se nazyva
Normélni Gloha LP.

Na (loha L P jednak vede mnoho praktickych probléml ajednak jsou nani prevadény i problémy,
které ngjsou linearni. Jgji vyhodou je, ze existuje algoritmus Smplexova metoda, ktery ji umi Fesit.
Jeji popisje uveden v [3] nastrané 47 az 71. Zde se pokusim stru¢né popsat j€ji princip.

Mnozina omezeni X je dana soustavou nerovnic Az < b. Tyto nerovnice ur€uji oblast v prostoru
E™, kterajeohraniCenaprimkami (lin. rovnice urCuji pfimku). V naSem pripadé, kdy je optimalizovana
funkcelinearni, musi jgji extrém lezet natéto hranici X (Izesi to pfedstavit jako rovinu, kteraje ofezana
primkami, takze jgji nejvySSi bod musi byt na kraji). Simplexova metoda v podstaté prochézi hranici
uréenou Az = b ahledangjvétsi hodnotu fee ¢! .

5 Teorieher

V [3] jeteorie her popsana na strangé 72-96. Zde je strucny vytah.
Hrav normalnim tvaru je obecné definovana

{Q,Xl, ...,AXn7 Jl(l'l, ...,.I'n), veey Jn(fL'l, veuy .%'n)} (10)

kde @ = {1,2,...,n} jsou hréti, X; az X, jsou mnoziny strategii hra€li 1 az n, z; € X je konkrétni
strategie hréce j a J;(z1, ..., x,) jsSou vyhry hréce j.

Konecna hra je takova, v niz je mnoZina strategii konecna (hra€ ma konecny pocet rozhodnuiti).
Hra s konetnym souctem je takova hra, v niz pri vech strategiich hratl je soutet vyher vech hraci
konstantni, tj.

S Ji(w1,e,an) = K, Vi € X, (11)
=1
v opatném pripadeé se jedna o hru s nekonstantnim souctem.
V [3] jsou popisovany konetné hry dvou hratli Q = {1,2}. Tyto hry se daji popsat matici, jedna
Se 0 maticové hry.

!Existuje vé&ta o gradientni optimalizaci se zobecnénym gradientem, ktera umoZiiuje potitat zobecnény gradient i
nediferencovatelnych fci. Natohle se ptét asi nebudou, ale kdyby si chtél nékdo Splhnout...



Pro nazornost je zde priklad. Hraji dva hraci. Kazdy hra matfi moznarozhodnuti, pak se model
hry zapsat jako matice

A= (12)
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Volba rozhodnuti (strategie) prvniho hrate odpovida volbé fadku matice A. Volba druhého hréce,
odpovidavybéru sloupce matice A. Pfi vybéru i-tého fadku prvnim hracem a j-tého fadku druhym, je
cenahry J(i,j) = a; .

5.1 Déeni her

e Antagonisticky konflikt. Jedna se o hru s konstantnim souctem. Kazdy hra¢ ma protichlidné
zajmy. Cilem prvniho hrace je ziskat co nejvétsi ¢ast vyhry, €imz se zaroven nejvice poskodi
protivnik a obracené (jeden maximalizuje druhy minimalizuje). Hrag jedna hleda rozhodnuti
(fadek) @ = arg max; min; a; ; a hré dva hleda rozhodnuti (sloupec) j = arg min; max; a; ;.
Zde jsou dva pripady:

— V pripadé Ze plati max; min; a; ; = min; max; a; j, ma hra sedlovy bod a hré¢i mohou
volit pevné strategie (zvoli konkrétni fadek, resp. sloupec), pak sejedna o ryz strategie.
— Kdyz neexistuje sedlovy bod, hleda kazdy hrat smisenou strategii, tj. pro kazdé rozhod-

nuti poCita pravdépodobnost, s jakou se ma dané rozhodnuti vybrat. Strategie neni dana
konkrétnim rozhodnutim, ale je dana hustou pravdépodobnosti pro dané rozhodnuti.

e Rozhodovani pri riziku a neurcitosti. Zde se predpoklada, Ze jen jeden z hrach je inteligentni
adruhy hrag voli rozhodnuti nahodné s néjakou hustotou pravdépodobnosti p(v). Zde miizou
nastat dvé moznosti

— Zn&li prvni hrag rozdéleni p(v), pak se jedna o problém rozhodovani pfi riziku.
— Nezn&li prvni hrat rozdéleni p(v), pak se jedna o problém rozhodovani pri neurcitosti.
o Neantagonisticky konflikt. Hra s nekonstantnim souctem. Hragi se nesnazi poskodit jeden dru-

hého (antagonisticky konflikt), ale kazdy hraC deduje své vlastni zajmy. Modelem této hry je
dvojmatice, prvni ¢len je vyhra prvniho hrage a druhy je vyhra druhého hrace. Priklad

-1;—-1 9;-10 9;-10
A= —-10;9 -5;100 0;0 (13)
—10;9 0;0 9;9
Neantagonisticky konflikt mtize mit nékolik variant:

— Hré&ti se mezi sebou nemiizou dohadovat, pak se jedna o nekooperativni teorii her.
— Hré&gi mezi sebou mohou uzavirat zavazné dohody, pak sejedna o kooperativni teorii her.
Tento pfipad se jesté déli na
* Kooperativni teorii s pfenosnou vihrou. Hraci s mohou vytézek z hry rozdélit mezi
sebe.

* Kooperativni teorii s nepfenosnou vwhrou. Hragi se mohou dohodnout, ale vytézek ze
hry s nelze prerozdélit (Uplatek neni povolen).



6 Optimalni fizeni arozhodovani v dynamickych systémech

V dynamickych systémech (DS) jsou proménné model u situace zavislé nacase. V moderni teorii Fizeni
jsou pozadavky nakvalitu Fizeni vyjadfeny volbou kritéria kvality Fizeni. Problém optimalniho fizeni
je preveden na optimalizatni problém minimalizace kritéria kvality Fizeni.

Prvnim problémem je volba vhodného kritéria, které zahrne vSechny naSe pozadavky na Fizeni.
Druhy problém je feSitelnost takto formulovatelného kritéria.

Zde uvedu vytah z definice DS a kritéria kvality Fizeni jak je uvedenav [3]:

Dynamicky systém je obvykle popsan

i(t) - f<w,uvt§ (14)

kdez(t) jestav, u(t) jefidici vektor ay(t) jevektor vystupl. Veli¢iny v systému jsou obvykle omezeny
z(t)e X CR™, wu(t)eU CR" (15)

Kritérium kvality fizeni je obvykle

t1
I(to,x(to). tr,x(t), u(t) = h(tn)) + | g(e(t), u(e), t)dt (16)
0
kde h a g jsou skalarni funkce svych argumenttl. Prvni Elen kritéria je zavisy na stavu v koncovem
bodé ¢, tento ¢len hodnoti cil. Druhy Elen je integral, ktery hodnoti priibéh trajektorie systemu -
zpUisob dosazeni cile. Kritérium (16) je funkcional, tj. skalarni funkce, kteramajako argumenty funkci
(v naSem pripadé «(t)). Problém optiméniho fizeni je tedy ekvivalentni s Glohou hledani extremu
funkcionalu. Definice problému optimalniho Fizeni je:

Problém optimalniho Fizeni spociva v urceni takového fizeni u(t) systému (14) naintervaluty < ¢ < ¢,
aby byla spinéna omezeni (15) a kritériumkvality Fizeni (16) bylo minimélni. Takovéfizeni jeoptimalni.

Nejvice pouzivanym kritériem kvality fizeni je kvadratické kritérium, které pro linearni systéemy
vede na linearni zakon Fizeni (zpétnovazebni regulator je lin. systém, tzv. L(inear)Q(uadratic) regu-
| ator). Timto problémem se zabyva predmé Moderni Teorie Rizeni, viz. stejnojmenné skriptum [1] a
vypracovani [otazka 5/okruh 1].

6.1 Variatni metody

Tyto analytické metody urCuji nutné a postacujici podminky, které musi splhovat extrém funkcionalu
- kritéria kvality Fizeni. Popistéchto metod je v [3] nastrané 162 - 192. Praktickym vysledkem je asi
to, Ze analytické metody |ze pouZzit jen v nékterych spec. pfipadech (viz. LQ). Obecné je vypocet dosti
komplikovany, takZze se t&Zko implementuje regulator, ktery by pracoval (stihal pocitat) online.

6.2 Dynamické programovani

Jinym zplisobem jak FeSit optimalizatni problémy je pouziti dynamického programovani (DP). DPje
postaveno na Bellmanoveé principu optimality. Zde uvadim formulaci jak je v [3] nastrané 194




Princip optimality tvrdi, Ze optimélni posl oupnost rozhodovani v mnohastupiiovém rozhodovacim
procesu (mam na vybeér vice rozhodnuti) ma tu vlastnost, ze at jsou jakékoliv vnitfni stavy procesu
a pfedchozi rozhodovani, zbyla rozhodovani musi tvofit optiméani posloupnost vychazejici ze stavu,
ktery je vysledkem pfedchozich rozhodovani.

Jinymi slovy v kazdém rozhodovacim stupni musime volit optimani rozhodnuti, pficemz vycha
Zime ze stavu, ve kterém se pravé nachazime. Princip optimality je v podstaté jinou formulaci znamého
prislovi "Neplat nad rozlitym miékem”. Stav, ve kterém pravé jsme, je vysledkem predchozich roz-
hodovani atento stav jiz nemlzeme ovlivnit, ale naSe dal§i rozhodovani musi byt optimalni.

Tento princip se nepouZivajen pro optimalni fizeni, ale tfebataké v Umélé Inteligenci, pfi hledani
cest v grafu atd. V [3] je uveden jednoduchy pFiklad na strané 194 az 195.
Formulace a pouziti DP na linearnich systémech je v [1] nastrané 45 az 49.

7 Princip maxima

Pontrjagintv princip maximaje nutnou podminkou fedeni problémil dynamické optimalizace. V [3] je
popsan nastrané 217 az 227. Je to Cisté matematicka zalezitost, tak ze zde nebudu opisovat vzorecky.
Ve strucnosti I1zefici, ze princip maxima vyzaduje, aby pfi optimalnim fizeni «*(¢) byla Hamiltonova
funkce H (z, p, u) v kazdém okamziku ¢ maximalni vOici fizeni u(t) (Definice Hamiltonovy funkce je
nastrané 222 v [3]).

8 Zavér

Statnicova otazka 6/okruh 1, kterou jsem se zde snazil vypracovat, v podstaté zahrnuje cely pred-
mé ORR. Jediny dostupny material, kterym nam prof. Stecha dal (kromé cizojazy&nych knih) byla
nedopsana predicha skripta [3], které uz mélo vyjit. Hledal jsem ho ve skriptarng, ale neispésné.
Kdyby nékdo chtél dokument [3], tak mu ho nahragju. Je tam skoro vSechno, kromé otazky co to jsou
diivérive a opatrné strategie fizeni. At jsem hledal jak jsem hledal, tak diivéfivé a opatrné strategie
jsem nenaddl ani si nané nevzpomnél. Proto Vas prosim, jestli nékdo vite o co jde, tak mi mailnéte a
jato tam doplnim.
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